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Relations

* Relation entre 2 entités
- Plus petit que
- Fait avant
- Exécuté par

 Graphiquement :
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Relations symétriques

. connait .

 Relation entre 2 entités

- Se connaissent

« Généralisation :
réseau social

&
i \é \
8
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Historiguement (1)
Ponts de Konigsberg (Euler, 1736)

« Ville sur 2 iles, reliées par un pont, et reliées
aux rives.

« Passer sur tous les ponts 1 et 1 seule fois et
revenir a son point de départ

http://www.wikipedia.org
L.L. - Graphes



Historiqguement (2)
Ponts de Konigsberg (Euler, 1736)

« Revient a trouver un cycle eulérien : chaine
passant une et une seule fois par toutes les
arétes

* Impossible si sommets de degré impair

http://www.wikipedia.org
L.L. - Graphes



« Recherche de cycles

- Eulériens : passant une et une seule fois sur

C

-+
C

naque aréte
amiltoniens : passant une et une seule fois par

naque sommet

e Problemes associés

- Recherche de cycle eulérien de longueur minimale
- Postier Chinois : cycle de longueur minimale

nassant au moins une fois sur chaque aréte

- Voyageur de Commerce : cycle hamiltonien de
longueur minimale

L.L. - Graphes 6



e Théoreme d'Euler

Un multigraphe admet un parcours eulérien ssi il
est connexe et possede 0 ou 2 sommets de degré
impair

« Exemple

- Dessiner I'enveloppe sans lever le
crayon ni repasser plusieurs fois
sur un trait

- Postier chnois : on peut repasser
sur un trait

L.L. - Graphes



Recherche de cycle hamiltionien de longueur

minimale : le Probleme du Voyageur de Commerce

/Iwww.cs.berkeley.edu/~bonachea

http
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Quelgques applications
Cartographie

* Trajets

- Parou ?

- Quel cout ?
 Routages

- Géographie
- Internet

y

. . Bord b
» Cycles hamiltoniens : °™ Eﬂ" <
Voyageur de commerce uuluu__e_ AP .
L, . : ’ ¥, L v
 Cycles eulériens : ¥ Mo Meeile

Postier chinois wy
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e Noeuds d'un réseau
électrique

1
i 11 4148 10 4148
4 4 —
W A r LR
@_E_}' @; i i
! 12 12
E| R 7 —4¢ 1RT —4¢ 1RT
[ F 5A [ F 5A : =
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e Lois de kirchoff

- Conservation
de I'énergie

- Conservation
de la charge
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Quelgques applications
Réseau sémantique

eLa notion de soleil est elle reliée a celle de
tomate ?
LLe- Appiications en recherche web
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Quelgques applications
Gestion de projets

« Réaliser des taches

3 mois

- Dépendances
, T1 Ecriture
- Durees @ _
10 jours

/ 1142002
T3 i
Debut Installation
x 1 mois \

« Temps global ? 1722002

L EMIN Critigue

MISE EN PLACE D'UNE APPLICATION INFORMATIOUE

L.L. - Graphes

S

1014 2002 ™
01/01 /2002 12 Achatde e
Qﬂtenel
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Quelgques applications
Généalogie
 Graphes particuliers : arbres
« Affectations génétiques

m 0O
0O @ [
zf I RIEL
SoR 8o
.
o mrege [ rommenn @) e

J/L\_H faux jumeatix . hotnime malade . ferntme malade

L.L. - Graphes
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Quelques applications
Automates B

« Décrire un protocole

SN ®
TP YN ACK SEND
- SYN p SYN 7
regu “ (6) SYN/SYN + ACK emis CL(O)SE"
Ve 7/
- Téléphone o ®
ACK ou SYN+ ACKTACK
. SYN+AC
- FeUX trICOIoreS (10) Coétnn:?ion
CLOSE -
FIN
CLOSE Y Fermer
FIN

e Notions ) S

- Etats
- Transitions

(16)

ACK | FIN + ACK [

FIN IAC

L.L. - Graphes

(14)
ACK

(17

Fermeture
K &n cours

(15
ACKS

Att
Te

e
M|

)

nte

po

CLOSE OPEN {actify f
SYN

Ecoute

(3)

(19
CLOSE !
FIN

Attente

Demier A((2>?<) fag
Ack
(18)
Expiration Termpo [ .
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lien
—>

Proba de transition

e Chaines de Markov

- > des poids des arcs=1
- Transitions probabilistes

, 0,04 ’ 0,04
- Proba d'un éetat ? C g 5,04 )
04 0,04 0,88 0,04
0,46 0,46
» Ex : pageRank Google i
- Surf lien local ou autre ? 004 Apreés calculs ...
. P(A) = 34%
- Ex :16% choix local P(B) = 18%
P(C) = 26%
- Classement des pages P(D) = 22%

A>C>D>8B

L.L. - Graphes http://www.apmep.asso.fr 15



En résumé
« Réalisation de graphes

- Modélisation de problemes
- Représentation graphique (aide a la solution)

« Exploitation du modele
- Vérification de propriétés

- Optimisation de solutions

L.L. - Graphes
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e Controle aérien

- Minimiser les changements d'écran et
répartir le travail entre contréleurs

« Optimisation de circuits VLSI

- Découper les circuits trop gros et recalculer
leur implantation

« Modele ?

« Propriétés du modele a prendre en
compte/améliorer ?

« Algorithme d'optimisation des solutions ?

L.L. - Graphes
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Controle aérien : probleme

« A Uun niveau de vol donné

Altitude standard a laquelle
vole un avion.

FL260 correspond a Flight
Level (niveau de vol) 260

g

(26 000 pieds, 7 900m .
environ). Z

http://www.emse.fr/spip/IMG/pdf/Bichot-11-05-07.pdf

L.L. - Graphes
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Controle aérien : probleme

« Secteur
Zone géographique sous

La responsabilité d'un
controleur aérien

L.L. - Graphes
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Controle aérien : probleme

« Zone de qualification

Ensemble de secteurs sur
lesquels un contréleur
aérien est qualifié

L.L. - Graphes
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Augmenter la slrete, la fluidité et la capacité de I'espace
aerien europeen.

* Diminuer la charge de travail des contrbleurs aériens :

- surveillance du trafic
- résolution de conflits ou conflits potentiels

- Coordination entre secteurs.

L.L. - Graphes
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» Trouver une partiton P ={S_, ..., S } des sommets
d'un graphe G(S, A) :
- une partie = une zone de qualification
- un sommet = un secteur

* Les secteurs possedent des flux d’avions entre eux : G
est connexe et pondére

* Kk, le nombre de parties = le nombre de zones de
qualification

* Espace aérien européen :
k = 32 parties, 762 sommets, 10 328 arcs.

L.L. - Graphes
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Relations

Notions de base sur les graphes
- Définitions

- Implantation

- Parcours

Algorithmes d'optimisation

- Calculs de chemins, arbres, flots
Ordonnancement

- Définitions
- PERT et MPM

L.L. - Graphes
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Optimisation combinatoire, T2: programmation
discrete
M. Sakarovitch, Hermann, 1984

Méthodes d'optimisation combinatoire
|. Charon, Masson, 1996

Introduction a I'algorithmique
T. Cornen, Dunod, 1994

Wikipédia
http://fr.wikipedia.org/wiki/Théorie des graphes

Algorithmic graph theory
J. A. McHugh, Prentice Hall, 1990

L.L. - Graphes
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Graphes
Terminologie

 Graphe orienté G : 2 ensembles

- X : ensemble des sommets de G
- U : ensemble des arcs de G

* Un arc u € U est un couple ordonné (S, Sj)

- 5 € X est le sommet initial de u

- Sj e X est le sommet final/terminal de u

o

L.L. - Graphes
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« ordre de G = (X, U) : nombre de sommets |X]

* p-graphe : V5, 5 € Xl'ensemble des arcs
(5,—>5) a un cardinal = p

* S5i 55 € U, 5 estun successeur de 5, et S,
est un de 5

L.L. - Graphes 26



Graphes
Terminologie

 Graphe non orienté G = (X, U)
- U : ensemble des aretes de G

* Une arete a € U est un couple non ordonne (S,, S))

-5, 5, € Xsont adjacents

e

L.L. - Graphes

27



« multigraphe, si plusieurs arétes sur au moins un
couple S, S,

« graphe simple si au plus une aréte pour tout
couple 5, 5, et aucune boucle

L.L. - Graphes
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- degré, demi-degrés, d*(S) + d(S) = d(S))
nombre d'arcs sortants (resp. entrants)
demi-degre exterieur (resp. intérieur) de S,

L.L. - Graphes
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Graphes
Terminologie

« Cocycles positif, négatif de A c X
- Q*(A) = { u € U |initial(u)eA A final(u) €A }
- Q(A) = { u e U |initial(u)gA A final(u)€A }

Q(A) = Q(A) U O-(A)

* QO7(A) = {d, g}; X (A) = {C}

L.L. - Graphes
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- Graphe complet, clique 1

- G = (X, U) est complet ssi b
vV S,S. € X?, i#],
: 3

Jarc u=(5->5)eU

 Clique pour les graphes
non orientés

L.L. - Graphes 31



« Sous-graphe b
G' = (X', U') est un sous-graphe e

de G= (X,U) ssi
X'cXaAaUcU @

* Sous-graphe G'=(X', U') engendré par X'cX:
U={ueU|3S, SJ. e X', u=(Si—>Sj) ou u=(Sj—>Si)}

X'=4{S,5S.,S,}

L.L. - Graphes 32



e Chemin dans G = (X, U)
C=u,u,.. u avec
u,u,..,u €U
est un chemin ssi

Va € ]1.m],
initial(u_) = final(u_,)

« Chaine dans G = (X, U)
C=u,u, .. Uu_,avec

u,u, .., u €u
est une chaine ssi
va € ]1..m], u_ et u_,sont adjacents

L.L. - Graphes 33



L.L

G = (X, U)

représentation en mémoire

Matrices

- Incidence sommets arcs
- Incidence sommets arétes

- Adjacence
Listes

- Adjacence
- Incidence
- Cocycles

. - Graphes

Al

B[]

S, | 1 0 0 1
S0 1 1 0
5, 1 0 0 ] ]
.S, 1 1 0 0
3 5 7
\\ ——
3 1 3 2

34



Implantation

- M(z)a(tﬁ)ce d'incidence sommets-arcs

VU= (Si—>Sj) e U
A =1

u

<A =-1

Ju

Vx=ietj,A =0

e Boucles ?

e Taille mémoire
| X] x |U]

« Sommets-arétes pour
graphes non orientés
A,=A, =1

nw 0N U1 n

L.L. - Graphes 35



Implantation
Matrice d'adjacence sommets-sommets

e G = (X, U)
VU=(Si—>Sj)
/u = U:>Aij=1

\u%U:Aij=O

—

e Taille mémoire
| X]?

« Multi-graphes ?

L.L. - Graphes
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« G = (X, U) (1-graphe)
- 2 tableaux A et B

« B[] contient, a partir de
I'index Ali], la liste des
sommets adjacents a S,

* Ona:
d*(S,) = Ali+1]-Ali]
Alil = 3_,d*(S) + 1

Al]

B[]

e Taille mémoire

[ X|+ U]

L.L. - Graphes 37



e G = (X, U)
- 2 tableaux El[] et EF[]

e El[u] contient le sommet
Initial de I'arc u, EF[u] le
sommet final de u

« Tout type de graphe

Taille mémoire J
2*|U]

EIf] 1

EF[] 2

L.L. - Graphes 38



e G = (X, U)
- 2 tableaux LP[] et LA[]

« LA[] contient, a partir de
I'index LP[i], la liste des
arcs émanant de S

(cocycle positif Q*(i))

« LS[] contient la liste des
sommets terminaux

assoCiés aux arcs LP]
e Taille mémoire LAT]
| X]|+2*| U]

LS[]

L.L. - Graphes
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L.L

G = (X, U)
- Suivant type de graphe
- Suivant type d'application

Matrices

- Gourmandes en mémoire
- Calculs directs
Listes

nwu n n n

B w N =

- Calculs plus complexes
All

- Beaucoup moins d'espace .

. - Graphes
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« Données : un graphe G = (X, U) quelconque

e Objectif : Comment visiter tous les sommets du
graphe une seule fois ?

« Applications : trouver une donnée, afficher les
sommets ...

« Exemple :y atil un sommet 4[

nomme c ?

L.L. - Graphes
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Profondeur(Graphe G; Sommet V)()
Sommet S
Liste li_ad]
Si Ouvert(V, G ) = vrai
Visiter( V, G)
li_adj « ListSadj( V, G)
Pour chaque S dans li_ad;
Si Ouvert( S, G ) = vrai
Profondeur( G, S)

L.L. - Graphes
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e avec les fonctions :

- Visiter( Sommet S; Graphe G)
effectue une opération sur un sommet et le
ferme.

- Quvert( Sommet S; Graphe G) (booléeen)
retourne vral si S est ouvert et faux si S est
fermé.

L.L. - Graphes
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Ancetres &
sommet courant

Sommets
adjacents

44



L.L. - Graphes

+

Ancetres &
sommet courant

Sommets
adjacents

A

BE

A B

ABC

ABCD

ABC

A B

A

i wib Jlwle)

AE

A

®o

(-

O VWO NOYUTS WN K

___~" Arbre de

recouvrement

45



Applications finish_wait est elle

appelée par le programme

L

numa_node_id alloc_pages_node

__alloc_pages

blk_congestion_wait try_to_free_pages

out_of _memory

alloc_pages a”OC_pageS ?

buffered_rmqueue

@ i0_schedule_timeout prepare_to_wait
__add_wait_queue

L.L. - Graphes

zone_watermark_ok

http://www.csn.ul.ie/~mel/projects/codeviz/alloc_pages.png

wakeup_kswapd

46



Applications

= UserdgentSwitcher-0.6
=-7) chrome
=) content
=7 useragentswitcher

) about
=7) options
) dialogs
") pages
=) locale
=7 en-LS
hi‘l useragentswitcher
=7 skin
=-7) classic
lii'l useragentswitcher

L.L. - Graphes

Quels sont les répertoires a

sauvegarder
incrémentalement ?

47



L.L. - Graphes

Le choix parmi les sommets
ouverts est arbitraire

— ordres de visite variable

Si aucun chemin S0-S, alors S
non visité

— composante connexe

Arbre de recouvrement

"

Explorer les adjacents avant les
successeurs
— largeur d'abord

48



Méme principe de marquage que pour une
recherche en profondeur

.« On visite S puis tous ses sommets adjacents

ouverts. Pour ceux-ci, on examine ensuite leurs
sommets adjacents ouverts, etc.

« Applications : trouver une donnée, afficher les
sommets ...

* Pile pour stocker les adjacents non encore
explorés

L.L. - Graphes
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Largeur(Graphe G; Sommet S )( )

Sommet S tant que vide( pile ) = faux

Pile pile retirer( S, pile )

Liste li_adj i_ad] « ListSadj( S, G)

mettre(S , pile) Pour chaque S dans li_ad]
: Si Ouvert(S, G ) = vrai

visiter(S , G) visiter( S, G )

mettre(S, pile)

L.L. - Graphes 50
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Composantes connexes

sommets i et |
— i et j sontils dans la méme
composante connexe

« Tous les sommets sont ils
interconnectés
— composante fortement
connexe

www.atelier-duotang.com

L.L. - Graphes
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, Appliquer la recherche en profondeur a partir de S,

> Sl tous les sommets ne sont pas atteints,
recommencer a partir d'un sommet non atteint

Composante

Ftape 1 (1)

Etape 3

Etape 2

L.L. - Graphes

Etape 4 e

Composante

(2)

53



Connexite(Graphe G)(Liste de Sommets )
Sommet S
Liste L <« sommets(G)
NC « 0
Pour chaque S dans L
Siouvert(S, G) = vral
NC <« NC+1

Profondeur2(G, S, NC) Profondeur2(G, S, NC)
retourner L

Profondeur2(Graphe G;
Sommet S_, entier NC)

Visiter(V, G, NC)

L.L. - Graphes 54
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=
=NV

creativecommons.org

w liferea.sourceforge.net

www . ubuntulinux.org

frwikipedia.org

e con)

‘ w.buingboing.nel
St

freemind.sourceforge.net |

http://blog.ragondux.com/graphes
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Exercice
 Le graphe n'est pas connexe !

http://blog.ragondux.com/graphes

L.L. - Graphes M
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e Composante C fortement connexe <
Vi, j € C, 3 chemin (i—j) (donc orienté)

* # composante connexe <
Vi, j € C, 3 chaine (i<»j) (donc non-orienteé)

- Composante fortement connexe de S donné :
ensemble X t.q

- (1) VS €X, chemin(S_ —5S)

- (2) VS €X, chemin(5-5)

L.L. - Graphes 57



Forte connexité - Algorithme
« Utilisation d'algorithmes de parcours orientés :

- (1) = algorithme basé sur les successeurs
- (2) = algorithme basé sur les prédecesseurs

(1)/(2)

« Algorithme :

L.L. - Graphes



. ProfondeurSuccs(G, 51)
—>X1= {Sl,SZ,S3,S4,SS}

> ProfondeurPreds(G, Sl)
—>X2= {Sl,S3,S4,SS}

Composante fortement
conhexe associée a S1

X, "X =1{S.,5,S,S.}

L.L. - Graphes
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 Pour un graphe G=(X,U), graphe G' = (X,U') t.q
U' = {u'=(Si-5j) inU" | 3 chemin 5, — Sj dans G}

* S| le graphe est fortement connexe, sa fermeture
transitive est un graphe complet

L.L. - Graphes 60



« A partirde G = {X, U}, ajouter itérativement
des arcs 55, si 55, et 5,5, existent

« A partir de la matrice d'adjacence du graphe
RoyWarshall(Graphe G=(X,U))(graphe G,)

1-Initialisation
MIi, JI « vrai ssi e 555, €G
2-ltération courante
v/ Si eX, Vv Sj eX, Vv Sk eX
MIi, J1 <= M, jT v (M, k] A MIK, j])

L.L. - Graphes
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Exercice < Peuton aller dans toutes les
stations malgré les travaux ?

2 Willesden Junction ) Finchley Raad {Camden Tawn Key to lines
» I (zkorlon East London
ensal Green U} Merningtan I Contral S Hammoersmith & Oty
Queen’s Park = Swiss Cottage P . Caledsanian Circle BN [Mokrop oftan
ilburm Park i Eing's Cross Road & | EEESSSN Cistrct — SES—Vitor
3L John's Wood St. Pancras e Barrsbury s Jubiice Waterloo & Ciky
Maida Vb Edgware & Great IS Horthern S Dociktands Light Railway
alda Vale Road Marylebone Baker Stresr  Portland BN Piccxdily ————— <= Mational Rail
Warwick Avenue i SErest Eugtan . ot - " Angel
.
Rayal Cak T ’

Paddingtan .
Westho = :‘:ddlngtm Eﬁ'ﬁ-‘im Warren Street ) Euston

Eathnal
Gread Mile Emc

Regent's
Park

Ladbroke

Leiceal:er

Square

Latimer Road Sharediteh |
Marth White Crxfard
Acten ity
h [} Stepney Gresn
East Metting  Lancaster B-:'nd Tﬂrr.enham - hitechapel
Acten Hill Gate Gate Court Read w
Actan Shepherd's j
High Strest Green ) )
Lentral Bush msmmgtm F‘arl: 1% Canmon Strest Linehoise &

Goldhawk Road

L)
Hill T awer pping
oty

River Thames
[y London Bridge == Rotherhithe

South
Acton

Hamrmersmith E Caurt

=S m— -1

Starmford Ravenscourt West Fearls
Brack Park Eensington B Court KEI‘IB-IFIS[OH Bermeday canada
Water
West Bromplen « <%
Ka"' to lymhull Fullam Brﬁﬂ”aﬁl
[ Interchange stations A
& Comnections with Mational Rl Parsans Graen Firnlica wirray Cluay
E Comnections with Mational Rl
within walking distancs Putriey Bridge
#  Closed Sundays
I Restricted services River Thames
¥ s
Elephant & Castle Mew Cross Gate Mew Cross
East Pubmey & Vauxhall ]

L.L. - Graphes



