Algorithmes de parcours d'un graphe

- comment accéder successivement a tous les
sommets d'un graphe ?

Algorithmes de plus court chemin :

- comment aller d'un sommet a un autre en
minimisant la longueur des chemins visités ?

Arbre de poids minimum :

- comment déterminer les arétes absolument
nécessaires pour préserver la connexité d'un
graphe.

e Flots

L.L. - Graphes



« Donner une longueur I(u) a chaque arc (ou
aréte) du graphe

* Plus court chemin entre 2 sommetsiet]:
chemin pt.g > . l(U) est minimum

Ue

 Plus court chemin
entrelet5?

L.L. - Graphes



« Donner une longueur I(u) a chaque arc (ou
aréte) gu graphe

* Plus court chemin entre 2 sommetsiet]:
chemin pt.q > . l(u) est minimum

Ue
—— &

1

e Plus court chemin -35
entrel et5? 76
2

3 45
32
960 E
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e Plus courts chemins de un vers tous :

- longueurs positives Dijkstra

- dans le plan (1 vers 1):
Sedgewick et Vitter

- longueurs réelles Ford-Bellman

Solution si aucun cycle de longueur < 0 a partir
du sommet initial

- graphes acycligues Bellman

* Plus courts chemins de tous vers tous Floyd

Solution si aucun cycle de longueur < 0 dans le
L.L. - Graphes g r'a p h e



Cycles de longueur négative

(cycles absorbants)
e Plus court chemins S1 vers S5 ?

L.L. - Graphes



Cycles de longueur négative

e Plus court chemins S1 vers S5 ?
16 7

L.L. - Graphes



Cycles de longueur négative

e Plus court chemins S1 vers S5 ?
15 7

L.L. - Graphes



Cycles de longueur négative

e Plus court chemins S1 vers S2 ?
14 7

Pas de solution
mmmmd> . Djjkstra ne le détecte pas
 Ford-Bellman et Floyd le sighalent

L.L. - Graphes



Algorithme de Dijkstra

* Graphe G=(X, U). [(u)>0 vu € U

« Plus court chemins de S0 vers
tous les autres sommets de X

« Marque (nombre) D(i) associée a tous les
sommets du graphe:

- représente la longueur du meilleur chemin de
S, vers S a chaque etape

- contient la longueur minimale a la fin de
I'algorithme

L.L. - Graphes



« Ensemble E des sommets dont |la plus courte
distance a S _est déja connue

- un sommet est ajouté dans E a chaque étape
- ily a |X| étapes

- pour chaque sommet S, D(S) est
éventuellement amélioré a une étape donnée

D(S,) peut il passer de 18 a 23 7

S S S, S STH)
E={S,, S, S.} 0 45 7 18 25

L.L. - Graphes




e festle sommet choisi
f ¢ E, D(f) =

« e et g sont adjacentsa f
mise a jour ?

L.L. - Graphes
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e finclus dans E

¢ e et g effectivement
mis a jour

12



Dijkstra - mise a jour

allerdeaab + arc boe

L.L. - Graphes

allerde aaf+ arc foe

13



Dijkstra(Graphe G, Sommet S )(Tableau D)

1-Initialisation

Ensemble E « {}

TableauD, D[S ] <~ 0etV S # S, D[i] «©

2-Itération courante
choisir SJ_ ¢ E t.q. D[j] minimum
E<«EuU {SJ_}
pour chaque kt.q. S ¢ E

Si D[':+IHk<D[<]
D[Kk] < DI[j]+I.

L.L. - Graphes

Donne les longueurs
mais pas les
chemins !
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Dijkstra - calcul des chemins

1-Initialisation affChemin( Sommets SO Si,
vS,Cl] «S, Tableau C)
Si Si Z SO

affChemin(S_,C[S], C)
afficher (— S)

2-Itération courante

Si D[j]+l_ < DIK]

]—

CIK] <—Sj

L.L. - Graphes 15



L.L. - Graphes

Choisi

D[1]

D[2]

D[3]

D[4]

D[5]

Init

16




# Choisi D[1] |D[2] DI[3] D[4] DI5]

L.L. - Graphes 17



L.L. - Graphes

# Choisi D[1]"ID[2] D3] D[4] D[5]
nit - 0 ®© | © o o
1 S 0 10 | o 30 100
2 S, o 10 BEON 30 100

18
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D
# Choisi D[1] D[2] D[3] Di4] DI[5]
it - 0 ©®© | 0 o o

1 S5 0 10 | © 30

2 S, 0 10 | 60 30

3 S, 0 10

19
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# Choisi D[117D[2]"ID[31D[4]"D[5]
it - 0 o o o o
1 S5 0 10 | % 30 100
2 S, 0 10 | 60 30 100
3 5, 0 10 | 50
4 S, 0 10 | 50

20
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# Choisi D[1]"D[2] ID[3]D[4] D[5]
nit. - 0 ® | © 0 ©
1 S5 0 10 © 30 100
2 S, 0 10 | 60 30 100
3 S, 0 10 | 50 30 90
4 S, 0 10 |50 30 60
5 S 0 10 | 50 30 60

21




Adapter Dijkstra
paire de points dans le plan

« Adaptation : plus court chemin d'un point s a un
point t

Géographie, routage GPS
« Pas besoin de voir tous les points
« Arrét de I'algorithme lorsque t est trouvé
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« Adaptation : plus court chemin d'un point s a un
point t

Géographie, routage GPS
« Pas besoin de voir tous les points
« Aller dans la bonne direction
- Allerdeaaz... ok

P

L.L. - Graphes
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« Adaptation : plus court chemin d'un point s a un
point t

Geographie, routage GPS
« Pas besoin de voir tous les points
« Aller dans la bonne direction

- Allerde hak? arbre tres large !

g k
O~ f
q
. 1 m t
. . ® < P e
o )-

24
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Algorithme Sedgewick et Vitter
paire de points dans le plan

« Normalement, avec Dijkstra, le choix du prochain
sommet fixé dépend de . Ici sommet e choisi

« Pas de choix lie a la connaissance géographique !

L.L. - Graphes 25



Algorithme Sedgewick et Vitter
paire de points dans le plan

« Normalement, avec Dijkstra, le choix du prochain
sommet fixé dépend de . Ici sommet e choisi

« Pas de choix lie a la connaissance géographique !

« Ajout dans D de la distance restante estimeée
-Dim]=6+1
-D[c]=5+15

L.L. - Graphes 26



Algorithme Sedgewick et Vitter
paire de points dans le plan

« Normalement, avec Dijkstra, le choix du prochain
sommet fixé dépend de . Ici sommet e choisi

« Pas de choix lie a la connaissance géographique !
« Ajout dans D de la distance restante estimeée
-Dim]=6+1
- On progresse dans la bonne direction

L.L. - Graphes 27



Algorithme de Dijkstra

« Application : Open shortest Path First
Topologie de réseau connue par tous les routeurs

* Plus court chemin de machine i a machine j
(en nombre de routeurs)

« Equilibrage de la
charge (routes
engorgées plus
longues)

L.L. - Graphes




Algorithme de Dijkstra

« Application : PERT
ensemble de taches avec contraintes de
précédence et durée d'exécution
Dijkstra : dates au plus tot

e Critical path :
plus long
chemin

Init

tache

Date ?

durée

L.L. - Graphes

Organize Group

020100 [1 day

Initial Client Meeting

02/0100 |1 day

L

Write Inttial
Contract

020100 [4 days

1\

...... LN S—
Learn
TCL/TK FLTK, or

Revise and
Finalize Contract

Draft User Manual

02/16/00 (7 days

02/1600 [17 days |

Design

Study GIS/Data
Format (Client

03/0100 [8 days

Learn OpenGL

020300 [22 days

Window

— 1 1

GU|_D|sp|ay

[ ———Regions

0241600 [17 days

Coding and

.......... \ Component Testing

02/16/00 [17 days

\GUl.Thumbnail v

ResearchiLearn

In‘kegr ion wi GUI
_'_____,’Compenems

0312400 [6 days

"'\‘Dma Conversiol

wi Region

Map

Data to Rendered

031900 [11 days

Extraction
03721100 [21 days

implement Map
Display

0372400 [18 days

Critical Path: 83 Days

Documentation

Revise User

Manual

04716100 [17 days

N AN

Wite Technical
Manual

04116100 [12 days

Final Presentation /
Delivery

050100 |1 day

Integrate All
Components

Final

Testing/Debugging

0373100 [13 days

0416100 [12 days

http://www.cs.unc.edu/~stotts/...




 Complexité : N*O(N + A/N)

pour G=(X, U) \
N=|X| Mise a jour successeurs
A=|U| Calcul du minimum

Etapes

Itération courante Dijkstra
choisir SJ_ ¢ E t.q. D[j] minimum

E«Eu {Sj}
pour chaque kt.q. S _¢ E
D[k] = min(D[k], [D[]+1 )

O(N? + A)

30



 Complexité : N*O(N + A/N)

O(N? + A)

pour G=(X, U) \
N=|X| Mise a jour successeurs
A=|U| Calcul du minimum

Etapes

Itération courante Dijkstra
choisir Sj ¢ E t.q. D[j] minimum

E«<Eu {Sj}
pour chaque kt.q. S, ¢ E
DIK] = min(D[K], [DO]+. )

Tas de Fibonacci
pour le calcul du
minimum en O(log, N)

O(N.log, N+ A)

31



. Collection d'au plus log, N arbres contenant des
clés. Un fils a toujours une clé = a son parent.

B0 9 -0 a
185238 3026 4
a3

. Opeérations principalement utilisées, en O(log, N)

- Extraire-Min(T) a chaque itération
- Diminuer-clé(S) quand m.a.j des successeurs

L.L. - Graphes 32



Algorithme de Ford-Bellman

Graphe G=(X, U). l(u) quelconques

Plus court chemins de SO vers
tous les autres sommets de X

Marquage D(i) comme pour Dijkstra

Principe : arriver a vérifier

car si  3jt.q.D() +1_=D*(j) D*(i) = optimum

alors : D*(j) = D*(1) + IHj

L.L. - Graphes
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Algorithme de Ford-Bellman
Mise a jour de D(i)

« A chaque étape, pour I'ensemble des sommets

v8 €X, V Sj el’s

v D(i) +1

si v < D(j) alors
D(j) <V

C(j) «S

L.L. - Graphes 34



« A chaque étape k, mise a jour des chemins de
longueur k :

- Si D(i) correspond a un chemin de longueur k-1

- Si 3 Sj els t.g. D(j) > D(i) + IHj
Alors D(j) <« D(i) + IHj

Chemin de longueur k

- vrai a l'ordre 1.

I

« N-1 étapes (chemins de longueur maxi N-1 entre
SO et les autres sommets

« Si chemin > N-1 arcs, boucle de longueur négative

L.L. - Graphes 35



FordBellman(Graphe G, Sommet S )(Tableaux D, C)

1-Initialisation siv < D(j) alors

D(j) « v

entier k < 0 C(j)« S
Tableaux D, C vS Cli] «S modif < vrai

. y 3- Test de fin

DIS;] <= 0,6tV S # S, DIl 0 = i modif = faux  fin

2-Itération courante K< Kk+1

_ sik=N fin
modif «— faux sinon aller en 2-

VS8 EXV Sj el’s

v<—D(i)+Ii .

—)

L.L. - Graphes 36
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D[O]

D[1]

D[2]

D[3]

D[4]

o

37



L.L. - Graphes

Succs de D[0] D[1] D[2] D[3] D[4]
So 0 2 5 00 00
S, 0 - | -
5, 0 39
S, 0 i
5 | 0 4

38



L.L. - Graphes

Succs de D[0] D[1] D[2] D[3] D[4]

So 0 2 5 00 00
S, 0 - | -
5, 0 39
S, 0 i

5 0 4

S, 0

S, 0 i
S, 0 8
S, 0

39



L.L. - Graphes

D
Succs de D[0] D[1] D[2] D[3] D[4]
So 0 2 5 00 00
S, o - - @ -
5 0 - - 3
S, o - -
> 0 - 4
S, o - - @ -
S, 0| - | - | - | -
S, 0| - | - | -8
S, o - - @ -
K= 3 et modif = faux

40



. Capacité c_d'un arc: nombre positif (c =0)

« Capacité d'un chemin P :
minimum des capacités des arcs du chemin

CP = mln{uec} C,

* Le probleme du chemin de capacité maximum
(CCM) est analogue au probleme du plus court
chemin (PCC) :

CCM:vS=S els C*= max. ~ min(C*, C )
j 0 j {ie[—1Si} I i—j
et CO*= 00
PCC: vS=S elS D*= min _ - D*+1 etD*=0
j 0 j {ieT—1Sj} | i—] 0

L.L. - Graphes 41



CapaciteMax(Graphe G, Sommet S )(Tableau D)
1-Initialisation

Ensemble E « {S }

Tableau D, D[i] « C, .

(si l'arc S,—$S existe, 0 sinon)
2-1tération courante

choisir Sj ¢ E t.q. D[j] maximum
E«Eu {Sj}
pour chaque kt.q. S ¢ E

D[k] = max(D[k], min([D[j].c_,,))

L.L. - Graphes
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« Par ou obtient on le meilleur débit pour télécharger
un film australien (si les liaisons terrestres sont de
capacités tres supérieures aux liaisons sous

marines) ?

.. F .-_. r
Fiber m use as of year-end 2004 : § d/

=500 500 50 10
N —

Ghpa
Source: Telezeography Research i@ 2006 Friddetrica, Inc.

L.L. - Graphes 43



e Certains graphes ne peuvent contenir de cycles par
construction

- PERT

™
Qo

- Réseau booléen

iD A xor—sum
D e

L.L. - Graphes 44




- VS eX VS els,
index[S;] < index[S]

possible uniguement si
aucun cycle !

 L'examen des sommets
suivant l'ordre topologique
permet de calculer des
plus courts chemins en
O(n+m), méme si lg<0

(Dijkstra: O(n.log(n))

L.L. - Graphes
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e Les sommets de degré
négatif nuls sont les premiers
dans |l'ordre topologique

L.L. - Graphes
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 On en choisit un et on le supprime.
on met a jour les degrés

L.L. - Graphes
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 On en choisit un et on le supprime.
on met a jour les degrés

L.L. - Graphes 48



TriTopologique(Graphe G)(Tableau topologique T)
1-Initialisation

IdX < Idx+1
Vv S €X, d[S] « deg(S) Tlax] « S
| v S els,
dx 0 dJ[SJ.] « d[S] -1
iste < { S €X, [d[S] =0 } si d[S] = 0
2-Itération courante afi liste < liste U {S)}
Si liste vide aller en 3- si idx < |X| cycle sinon

retirer un sommet S de liste  retourner T

L.L. - Graphes
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BellmanGAO(Graphe G, sommet S, )(Tableau D)

1-Initialisation
renuméroter les sommets par ordre topologique
Soiti l'index de S, .

\v4 1sj<io, D[Sj] <« o0
D[Sio] 0

pas de chemin 5i0—>5,-

2-ltération courante
pourjdei+1an

D[S] « min D[S]+ 1.,

{Siel-1Sj}

L.L. - Graphes



Plus court chemins
Application en QoS

Domaine de la Qualité de service (QoS)
« Diffusion de video sur reseau domestique
* Priorité de la vidéo / navigation web

 Reéservation de bande passante

PC_2
Tablette_1

n-
-

tw F'IH-E-ETE-E 1

-
L] .

l--l-'h- e ,. _r
IEEEEFEIIE il
darmesti un
f"i "l -
:_'_H *.i : ETB_I
. PC 1 g .
TE-F F'
.i" L
& F
IIJ =
#
console 2 Lien Wifi

Lien Ethermet

L.L. - Graphes
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Plus court chemins
Bande passante variable

Nombreux encodages a debit variable (VBR)
 Réserver le max ? Perte de BP

« Réserver la moyenne ? Perte de QoS

debit

e TRy MMMM x"M M-
IR G

temps

mm) Réservation variable sous contraintes

L.L. - Graphes 52



Plus court chemins
Bande passante variable

Contraintes sur les réservations de bande passante
- M : Nombre de configs c_differentes limite

P : Temps minimum entre 2 reconfigurations <+—-»
(durée min d'une configuration)

A

__débits — configs gggg Bande passante
perdue

débits

L.L. - Graphes 53



débits

L.L. - Graphes

A

graphe
Bande passante variable

__débits — configs pgggg Bande passante
perdue

54



graphe
Bande passante variable

A

__débits — configs pgggg Bande passante
perdue

débits

L.L. - Graphes



graphe
Bande passante variable

fin

 Un sommet par date
« Vj>iunarct — tj: config a date t et reconfig a tj

* Poids correspondant au surcout
 Un sommet supplémentaire a la fin

L.L. - Graphes
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graphe
Bande passante variable

Meilleure solution : coudt total minimal

Contraintes sur les réservations de bande passante

P : Temps minimum entre 2 reconfigurations
(durée min d'une configuration)

- M : Nombre de configs c.differentes limite

L.L. - Graphes 57



Toutes paires de sommets
algorithme de Floyd-Warshall

 Graphe G=(X, U)
N=|X]|

« Dijkstra, Ford-Bellman :
1 vers N
C = O(N* + |U])

e Tous vers tous avec
Dijkstra
O(N*C) = O(N° + N)

 Floyd : algorithme
matriciel
O(N?3)

L.L. - Graphes

39 km
Saint-André
13 km
— e, = 4@ Mafate Bras-Panon % |Saint-Benoit
m" 3 i ? Takamaka ; - ; 18 km
1 ' Sainte
. Piton des 21 km -
i TrolsRasalns B Gl e . | Rose
3 ; = T :
85k &ﬁl ZCilaos Cf~Plaine des .
Palmistes o
Saint-Le
Les Aviron de la

. \H '-1-_"-:.‘. S Fournaise
Etang-Salé 1\ Di i*

— 24km —Saint-Louis~ /o ’_ =

Mi aime a ou ile de la Réunion

http://www.mi-aime-a-ou.com 58



« Chemins entre toutes paires de sommets

» |dée : a lI'étape k, on connait les chemins i—j
optimaux ne passant que parS_, S, ..., S

10 ;;\ 20

4 N\

: 50 j 380 i 70 :

e k=2. Entre autres :
345 = 50+80+70 = 200

D, = 50+10 = 60
D, = 20+70 = 90

k

L.L. - Graphes 59



« Chemins entre toutes paires de sommets

» |dée : a lI'étape k, on connait les chemins i—j
optimaux ne passant que parS_, S, ..., S

10 ;;\ 20

4 N\

: 50 j 380 i 70 :

« k=2. Entre autres : - k=3.D, et D_.inchanges ...

D, =50+80+70 =200 g; D,. ne passe pas par 3
:)43 = 50+10 = 60 D3 =D? =200
45 45

D, = 20+70 = 90

k

Sinon
3 —_
D = D43 +D35 = 150

L.L. - Graphes 60



Algorithme de Floyd - Principe

 En généralisant, pour G = (X, U)

- L est une matrice NxN (= |X])

- L° est défini par :
. L°ij =D, sii#] (D, = osilarci-jn'existe pas)
* Loii - Dii =0

« Ala N*™ étape, L contient des chemins pour les
sommets S a S, ie les plus courts chemins

L.L. - Graphes 61



Floyd(Graphe G = (X, U))(Tableaux D, A)

1-Initialisation 2-Itération courante k<« 1..N

Pouri < 1..N, Pourj < 1.N" poyri« 1.N, Pourj « 1..N

D[i,jl <1, DIiji] <0 v < DI[i.k] + D[K,]
Alijl < S Siv <DIi,j]
0 DIi,j] « Vv

AllLJ] < Alk,]]
Si (i=)) et (v<0)
fin

: distances
. précédences

L.L. - Graphes 62



* Floyd permet de détecter les cycles de longueur
négative

- L% <0

« Vérifier la cohérence des problemes temporels
simples (STP)
- ensembles de contraintes de dates/durées
- correspondent a un graphe de distances
X-X=a a, =X = a,

Ko X %

L.L. - Graphes
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» contraintes C :

c:10 = X, =20 @
<C:15=X,=25
Gt X =X, =2

Y a til une date possible pour X, et X, respectant les
contraintes ? pas de cycle négatif !

- Application : si X, et X, sont des niveaux d'eau
estimes sur des parcelles lors d'une inondation (c, et

c,) et que il y a des flux d'eau (c,), y a til des
LLiq@oherences ? 64



